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概要
Jingによる頂点作用素を用いた Hall–Littlewood多項式の実現について解説する。
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1 Hall–Littlewood多項式
x1, . . . , xn, tを変数とする。x = (x1, . . . , xn)とおく。λ = (λ1, . . . , λl)を長さが n以下の分割とする。mi

を iに等しい λの成分の個数とする。ただしm0 = n− lとする。

vm(t) =

m∏
j=1

1− tj

1− t

vλ(t) =
∏
i≥0

vmi
(t)

とおく。多項式 Pλ(x; t)を

Pλ(x; t) =
1

vλ(t)

∑
w∈Sn

w

xλ1
1 · · ·xλn

n

∏
1≤i<j≤n

xi − txj

xi − xj


により定める。ここで対称群 Sn は x1, . . . , xn の置換として作用する。また

φm(t) =

m∏
j=1

(1− tj)

bλ(t) =
∏
i≥1

φmi(t)

とおく。多項式 Qλ(x; t)を
Qλ(x; t) = bλ(t)Pλ(x; t)

により定める。Pλ(x; t), Qλ(x; t)をともにHall–Littlewood多項式と呼ぶ。

1



Schur多項式 sλ(x)は sλ(x) = Pλ(x; 0) = Qλ(x; 0)をみたす。つまり Hall–Littlewood多項式は Schur多
項式の一般化である。

2 上昇作用素
Qλ がある関数 G(z1, . . . , zl)の係数として現れることを示す。まずは λが一行のときを考える。qr = Q(r)

とおく。
補題 2.1.

G(z) =

n∏
i=1

1− txiz

1− xiz

とおくと
G(z) =

∞∑
r=0

qrz
r

が成り立つ。

証明. qr は r > 0のとき

qr = (1− t)P(r)

= (1− t)

n∑
i=1

xr
i

∏
j ̸=i

xi − txj

xi − xj

と表せる。一方、部分分数分解により
n∏

i=1

u− txi

u− xi
= 1 +

n∑
i=1

(1− t)xi

u− xi

∏
j ̸=i

xi − txj

xi − xj

となる。u = z−1 を代入すると

G(z) = 1 + (1− t)

n∑
i=1

xiz

1− xiz

∏
j ̸=i

xi − txj

xi − xj

となる。よって G(z)における zr の係数は qr であることがわかる。

Qλ が帰納的な公式をもつことを示す。

補題 2.2. µ = (λ2, λ3, . . . , λl), gi = (1 − t)
∏

j ̸=i
xi−txj

xi−xj
とおき、Q

(i)
µ を Qµ に xi = 0を代入して得られる

ものとする。このとき
Qλ =

n∑
i=1

xλ1
i giQ

(i)
µ

が成り立つ。
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証明. m0 = n− lより
vλ(t) = vn−l(t)

∏
i≥1

vmi
(t) = vn−l(t)

bλ(t)

(1− t)l

となる。また Sn−1 を 2, 3, . . . , nの置換群とみなしたとき、Sn の任意の元は Xn = {id, (1, 2), . . . , (1, n)}の
元と Sn−1 の元の積として一意的に表せる。よって

Qλ(x; t) =
(1− t)l

vn−l(t)

∑
w∈Sn

w

xλ1
1 · · ·xλl

l

∏
1≤i<j≤n

xi − txj

xi − xj


=

(1− t)l−1

vn−l(t)

∑
w1∈Xn

∑
w2∈Sn−1

w1w2

xλ1
1 xλ2

2 · · ·xλl

l g1
∏

2≤i<j≤n

xi − txj

xi − xj


=

∑
w1∈Xn

w1(x
λ1
1 g1Q

(1)
µ )

となる。これは補題の主張と同値。
以上の準備のもとで次の命題を示す。
命題 2.3. Qλ(x; t)は

G(z1, . . . , zl) =

l∏
i=1

G(zi)
∏

1≤i<j≤l

1− z−1
i zj

1− tz−1
i zj

における zλ = zλ1
1 zλ2

2 · · · zλl

l の係数に等しい。
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証明. lに関する帰納法を用いる。l = 1のときは補題 2.1から従う。l > 1とする。

G(z1, . . . , zl) = G(z2, . . . , zl)G(z1)

l∏
j=2

1− z−1
1 zj

1− tz−1
1 zj

が成り立つ。
l∏

j=2

1− u−1zj
1− tu−1zj

=
∑
m≥0

fmum

とべき級数展開する。このとき G(z1, . . . , zl)における zλ1
1 の係数は

[zλ1
1 ]G(z1, . . . , zl) = G(z2, . . . , zl)

∑
m≥0

fmqλ1+m


= G(z2, . . . , zl)

∑
m≥0

fm(1− t)

n∑
i=1

xλ1+m
i

∏
j ̸=i

xi − txj

xi − xj


= G(z2, . . . , zl)

 n∑
i=1

∑
m≥0

fmxm
i

xλ1
i gi


=

n∑
i=1

G(z2, . . . , zl)
∏
j≥2

1− xizj
1− txizj

xλ1
i gi

=

n∑
i=1

G(i)(z2, . . . , zl)x
λ1
i gi

ここで G(i)(z2, . . . , zl)は G(z2, . . . , zl)に xi = 0を代入して得られるものである。これより

[zλ1
1 · · · zλl

l ]G(z1, z2, . . .) = [zλ2
2 · · · zλl

l ]

n∑
i=1

G(i)(z2, . . . , zl)x
λ1
i gi

であり、帰納法の仮定と補題 2.2を合わせると右辺が Qλ であることがわかる。

系として Qλ の上昇作用素を用いた表示が得られる。qλ = qλ1
· · · qλl

とする。上昇作用素 Rij は

Rijλ = (λ1, . . . , λi−1, λi + 1, λi+1, . . . , λj−1, λj − 1, λj+1, . . . , λl)

および
Ri1j1 · · ·Rimjmqλ = qRi1j1 ···Rimjmλ

により定まる。作用素という名前がついているが、普通の意味での写像ではない。なぜなら、q(2,1) = q(1,2)

だが R1,2q(2,1) = R1,2q(1,2) ではないため。

系 2.4.

Qλ(x; t) =
∏
i<j

1−Rij

1− tRij
qλ
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3 頂点作用素
pm をべき和対称多項式 pm(x) = xm

1 + xm
2 + · · · とする。頂点作用素 H(z)を次のように定める。

H(z) = exp

(∑
n>0

1− tn

n
pnz

n

)
exp

(
−
∑
n>0

∂

∂pn
z−n

)

これを z のべき級数に展開して
H(z) =

∑
n∈Z

Hnz
n

とする。正規順序積を次のように定める。

:H(z)H(w) : = exp

(∑
n>0

1− tn

n
pn(z

n + wn)

)
exp

(
−
∑
n>0

∂

∂pn
(z−n + w−n)

)

命題 3.1.

H(z)H(w) = :H(z)H(w) :
z − w

z − tw

ここで z−w
z−tw は w/z に関する形式的べき級数である。

証明. Baker–Campbell–Hausdorffの公式より、[X, [X,Y ]] = [Y, [X,Y ]] = 0ならば

exp(X) exp(Y ) = exp

(
X + Y +

1

2
[X,Y ]

)
exp(Y ) exp(X) = exp

(
Y +X +

1

2
[Y,X]

)
が成り立つ。これより

H(z)H(w) = :H(z)H(w) : exp

([
−
∑
n>0

∂

∂pn
z−n,

∑
n>0

1− tn

n
pnw

n

])

= :H(z)H(w) : exp

(
−
∑
n>0

1− tn

n

(w
z

)n)

= :H(z)H(w) :
z − w

z − tw

となる。
Hall–Littlewood多項式は頂点作用素を用いて表せることを示す。
定理 3.2. 分割 λ = (λ1, . . . , λl)に対して

Hλ1 · · ·Hλl
.1 = Qλ(x; t)

が成り立つ。
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証明. 命題 3.1を繰り返し用いることで

H(z1) · · ·H(zl).1 = :H(z1) · · ·H(zl) :
∏

1≤i<j≤l

zi − zj
zi − tzj

.1

= exp

(
l∑

i=1

∑
n>0

1− tn

n
pnz

n
i

) ∏
1≤i<j≤l

zi − zj
zi − tzj

=

l∏
i=1

exp

(∑
n>0

1− tn

n
pnz

n
i

) ∏
1≤i<j≤l

zi − zj
zi − tzj

=

l∏
i=1

G(zi)
∏

1≤i<j≤l

zi − zj
zi − tzj

= G(z1, . . . , zl)

となる。命題 2.3より zλ の係数を比較すればよい。

参考文献
[1] Naihuan Jing, Vertex operators and Hall–Littlewood symmetric functions, Advances in Mathematics

87 (1991), 226-248.

[2] Ian Grant Macdonald, Symmetric functions and Hall polynomials., 2nd ed., Oxford: Clarendon Press,

1995.

6


	1 Hall–Littlewood多項式
	2 上昇作用素
	3 頂点作用素

